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論 文 要 旨 
 
1952年， A. M. Turing は「異なる拡散物質をもつ２つの化学物質が反応しつつ拡散するとき，空間
的に一様な状態が不安定になり，そのかわり，空間的に非一様な状態が安定化し得る」と主張した．
現在では，これは拡散誘導不安定化と呼ばれている．自然界では様々なパターンの形成を観察できる
が，その中にはこの原理により説明できるものが多くあることが分かってきた． 
A. Gierer と H. Meinhardt は1972年にヒドラの頭部再生モデルとして，活性因子・抑制因子系 
(GM) と呼ばれる二元連立非線型放物型偏微分方程式系を提唱した．彼らは，活性因子が多く集まる場
所に頭部が形成されるという仮説をたてた．活性因子は自己触媒的に増加するので，それを抑える役
割を担った物質（抑制因子）を想定し，活性因子と抑制因子の対によって系が安定化するとした．数
値シミュレーションにより，彼らの系は，有限個の点の周りに分布が集中して棘のような形になる解
や，曲線や曲面（多様体）の周りに解の分布が集中する解など，様々な集中現象を起こすことが知ら
れている．この(GM) によるパターン形成の過程を正確に理解するのは非常に難しく，それを単純化し
た方程式系を考えるのが自然である． J. P. Keener は，抑制因子の拡散係数を無限大として極限をとる
ことを提唱した．この極限は shadow系と呼ばれるが，抑制因子は空間変数xには依存せず，時間変数t 
にのみ依存する．さらに，定常状態では，抑制因子は定数となり，結局，活性因子は単独の半線型楕
円型方程式の解となる．以上を踏まえて，本学位論文では，これを一般化した次の境界値問題を考察
する： 
(P) { 
 
 
 
 
ε
2A(x) u – a(x) u + b(x) u + δ σ (x) = 0   ( x ∊ Ω )， 
B(x) u = 0   ( x ∊ ∂Ω ) 
ただし，Ω は n 次元ユークリッド空間の滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領域，A(x) は二階の狭義一様
楕円型偏微分作用素，a(x)，b(x) は滑らかな正値函数 σ (x) は非負函数でその最大値は 1 であるもの，
ε は正定数，δ は非負定数である．B(x) は A(x) に附随する余法線方向の微分作用素である． 
 問題 (P) に関しては， 定数係数の場合には，W.-M. Ni, I. Takagi（1991, 1993年）に始まる一連の研
 究があり，点凝集解や境界に集中する解の存在やその構造について詳しい結果が得られている．また，
X. Ren（1993年）は b(x) だけが空間変数に依存する場合を考察した．本学位論文では，空間的な不
均一性が凝集点の位置にどのように影響するかを系統的に研究する．特に非斉次項数 δ σ (x) が恒等
的には 0 でない場合に関する研究が少ないため，その影響を重点的に調べる． 
 以下，本論文の構成及び各章の概略を述べる．本論文は５章から成り，第１章では研究の背景と主
結果を述べる． 
 
 第２章では主に，最小解（minimal solution）と基底状態解（ground-state solution）に関する存在や特
性について述べる．先行結果では全て，非斉次項は恒等的に 0 としており， u ≡ 0 が自明解となって
いた．しかしながら，本論文では非斉次項が恒等的には 0 ではない場合を扱うために，非斉次項が十
分小さいことを用いて， u ≡ 0 からの摂動として最小解を構成する．最大値原理を用いれば，その最
小解の大きさは，非斉次項の大きさと同程度であることが分かる．また，活性因子の拡散係数に対応
していた ε2 を十分小さくしたときの解の挙動を調べるのが目的であった．したがって， ε ↓ 0 とした
ときの最小解の局所収束についても示す．次に，先行研究と同様にして峠の補題を用いて，エネルギ
ー汎函数の臨界値とそれに対応する臨界点の存在を証明する．この臨界値を最小エネルギーと呼び，
臨界点を mountain-pass 解と呼ぶ．これより，最小解と mountain-pass 解の和を基底状態解と定義する．
先行研究の最小エネルギー解に対応するのが mountain-pass 解になるため，本論文では，最小解が非斉
次項からの影響であり， mountain-pass 解が点凝集現象を起こす部分であることに注意する．次に， 
mountain-pass 解の点凝集現象を証明するために，まず， mountain-pass 解を近似すると予想される， 
R
n
 上のある方程式を満たす解（函数）の一様有界性や一意性，及び遠方での指数減衰性について証明
をする．さらに， C.-S. Lin, W.-M. Ni, I. Takagi は1988年，定数係数の場合における最小エネルギーの
有界性を示し，その有界性から mountain-pass 解（最小エネルギー解）の ε ↓ 0 のときの収束を証明し
ていた．これと同様の議論をするために， ε ↓ 0 としたときに問題 (P) に対応する最小エネルギーの
有界性を証明する． 
第３章では，最小エネルギー解の極大点の周りにおける漸近挙動を調べる．領域は有界であるため，
の閉包のコンパクト性から，極大点 Pε はある部分列 εj ↓ 0 に沿ってある点 P0 に収束する．この 
P0を基底状態解の凝集点と呼ぶ．まず基底状態解の有界性を用いて，極大点の周りで R
n
 上のある解
に局所収束することを証明する．次に，極大点は部分列 εj ↓ 0 に沿って凝集点に収束すること，最小
エネルギー解のある函数への収束，及びその極限函数の遠方での指数減衰性などから，最小エネルギ
ーの下からの評価，及び凝集点に依存したある値への収束を示す． 
 第４章では，基底状態解の凝集点の位置について述べる．第３章で述べた，最小エネルギーの極限
値を Λ(P0) と置き， Λ を問題 (P) に対する位置決め函数と呼ぶ．最小エネルギーの最小性と最小エ
ネルギーが Λ(P0) に収束することを合わせると，凝集点 P0 が Λ(P0) の最小点になることが分かる．
ここで， P0 が領域の内部か境界にあるかによって，境界にある場合には積分領域が狭くなること
にから，境界でのエネルギーが内部でのエネルギーの半分になる．つまり，
(1)  2 ( Ω ∪ ∂Ω 上の Λ(Q) の最小値 )  >  ∂Ω 上の Λ(Q) の最小値 ならば P0 ∊ ∂Ω で P0 は
Λ(Q) の ∂Ω 上の最小値である． 
(2)  2 ( Ω ∪ ∂Ω 上の Λ(Q) の最小値 )  <  ∂Ω 上の Λ(Q) の最小値 ならば P0 ∊ Ω で P0 は
Λ(Q) の Ω ∪ ∂Ω 上の最小値である． 
ところで，δ = 0 の場合には，位置決め函数は方程式に現れる係数を用いて直接的に 
(Q) = a(Q)
1 n / 2  2 (p1) b(Q)
2 / (p1) ( det AQ )
1 / 2  
と定義される基本位置決め函数になる．ただし， AQ は A(Q) の係数を要素とする対称行列である． 
一般の位置決め函数 Λ は，基本位置決め函数 と Rn 上のある境界値問題の一意解のエネルギーの
積になるので，境界値問題を具体的に解かなければ厳密に計算することができない．したがって Λ の
最小値を計算するのは困難なので，これを解消するために，非斉次項が非常に小さい場合には非斉次
項 0 からの摂動としてエネルギーを見ることにより，基本位置決め函数 の最小値に関する情報か
ら凝集点の位置を特定する． 
 
 第５章では，非斉次項が 0 で，かつ楕円型作用素 A がラプラス作用素である場合に，問題 (P) の
点凝集現象を起こす任意の解の族が与えられたとき，の内点 P0 がその凝集点になる（つまり，解
の極大点の集合の集積点になる）ための必要条件を求める．非斉次項が 0 であるので，位置決め函数 
 Λ は基本位置決め函数 の定数倍になる．最小エネルギー解での解析においては， Λ の最小点が凝
集点の候補点になることと合わせると， P0 は の臨界点になることが予想される．実際にこれを証
明するために，J. Wei（1997年）が定数係数の場合に凝集点となるための必要条件を求めた手法と同様
の議論を行った．この議論は， Rn 上のある固有値問題を考え，第一，第二固有値の大きさと，それ
に属する固有関数を求めることにより，点凝集現象を起こす任意の解を凝集点の近傍で近似する，と
いうものである．
 
 
 
 
 
 
 
 
論文審査の結果の要旨 
 
 本博士論文は，半線型楕円型偏微分方程式に対する境界値問題において，主要部の係数が小さくな
るときの解の漸近挙動に関するものである．取り上げられた境界値問題は，生物の形態形成の数理モ
デルとして用いられている活性因子・抑制因子型の反応拡散系の定常解を構成するうえで，本質的な
役割を果たすことが知られている． 
 生物学的には，形態形成は空間的に一様な環境下で行われることは珍しく，極性のような内在的な
非一様性を手がかりに位置決めが行われいくと理解されている．したがって，方程式に含まれる係数
は環境の不均一性を反映して空間変数に依存するものとするのが自然である．しかしながら，先行研
究では，専ら定数係数の場合を扱うものが殆どで，変数係数の場合を系統的に調べたものはなかった． 
 このような観点から，山本宏子は変数係数の単独半線型楕円型境界値問題の解の性質を詳しく調べ，
次のような結果を得た．非自明な解のうちで最も小さいエネルギーをもつものを基底状態解と呼ぶ．
最高階の係数が充分小さいとき，基底状態解は，ただ一点でのみ極大（したがって最大）となり，最
大点を中心にほぼ動径対称であって，その小さな近傍の外では指数的に減衰する．このような集中現
象を点凝集という．凝集点の位置は「位置決め函数」と名づけられた，方程式に含まれる係数から構
成されるあるスカラー函数の最小値を達成する点として特徴づけられる．さらに，一般に点凝集現象
を示す解があれば，それは位置決め函数の臨界点に凝集することを，ある制限のもとで，明らかにし
た． 
 定数係数の場合には，凝集点の位置は領域の幾何により決まることが知られていたが，山本の結果
はそれと対をなす極めて基本的なものであり，抽出された「位置決め函数」の重要性は明白である．
これが刺激となって，今後この方面の研究が大きく発展するものと期待され，本博士論文は反応拡散
系の研究に大きな寄与をしているものと高く評価できる． 
 以上のように，本論文は著者が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有するこ
とを示している．したがって，山本宏子提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文として合格と認
める． 
